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格子QCDをハドロン物理研究の道具として使ってみたい方、直接は使わないがどうなっ

ているのか知りたい方のために理研で行った集中講義のノートです。以下のような予定で

準備しましたが、「シミュレーションの実際」のところは時間切れでできませんでした。

興味がある方は実践問題でやってみましょうと呼びかけたところ、修士２名、博士１名、

スタッフ１名、名誉教授１名の方が連絡を下さり、Zn-Collaborationと名前を付けて半年

余り共同研究を続けました。スタッフの方はバリバリの格子QCDの研究者ですが、他の

方は格子QCDの経験はゼロでした。おそらく今年 (2014)の夏の格子の国際会議では結果

の報告ができると思います。

1. 格子場の理論格子物理学

格子場の量子論 vs. 連続場の量子論

ゲージ変換

2. 格子場の数値シミュレーション (1)経路積分のモンテカルロ計算
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量子力学

ゲージ場

フェルミオン場

標準的なアルゴリズム

3. 有限密度QCD

問題点と展望

4. 格子場の数値シミュレーション (2)シミュレーションプログラム

シミュレーションの実際

以下は集中講義の概要です。これだけで全ては分からないと思うので、文献 [2, 3, 4]

などを参考にしてください。それぞれ著者の特色が出ている本です。文献 [2]について

は丸善のホームページhttps://pub.maruzen.co.jp/で, 文献[3, 4]については

www.amazon.comの ‘Click to look inside !’で取り扱っているテーマや目次

が見られますので、自分に合ったものを選ぶと良いと思います。

1 格子場の理論

1.1 格子物理学

昔、助手として初めて物理の教育にかかわった頃から、「時空を格子にすると良くわか

る」というのが持論でした。微分なら差分にしてみようというわけです。

dX

dt
= f(t) (1)

という微分方程式は、tの微分を差分にすれば左辺は X(t+∆t)−X(t)
∆t

ですから、

X(t+∆t) = X(t) + f(t)∆t (2)

X(t)が分かっていればX(t+∆t)が決まり、X(t+∆t)が決まればX(t+ 2∆t)が決まり

と全てが決定します。
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でも、どこかで１つ決めないと進みませんから (∆tは負でもいいので、過去にも進み

ますが）、初期値 X(t0) を１つ与える必要があります。

ニュートン方程式のように２階の微分方程式は v = dx/dtと変数を増やして一階に落と

すので初期値は２個となりますが、２階の微分を差分に直すとX(t+ 2∆t)を決めるのに

X(t +∆t)とX(t)が必要なことが分かるので、その観点からも初期値は２つ必要だと実

感できます。

時間発展型だけではなく、次のラプラス方程式なども差分にすると見えてくるものがあ

ります。

∇2f(x, y) = 0 (3)

は 2階微分を
∂2f

dx2
→ 1

∆2
(f(x+∆, y)− 2f(x, y) + f(x−∆, y)) (4)

のように書けば、

f(x, y) =
1

4
(f(x+∆, y) + f(x−∆, y) + f(x, y +∆) + f(x, y −∆) (5)

つまり、ある点 (x, y)での f の値は、その前後左右での値の平均になれと言っているわけ

です。ラプラス方程式を満たす解を「調和関数」というのもむべなるかなと思いますね

（えっ、思わない？あっ、「むべなるかな」が分からないか）。

ポアッソン方程式

∇2f(x, y) = A(x, y) (6)

なら、(5)の右辺にA∆2が加わります。

ベクトル解析のgradient(勾配), divergence(発散), rotation(回転)も一度

は差分で書いてみると面白いですよ。

図 1: Fµν

こんなことをやっているとキリがないのですが(そのうち

「格子物理学」という本を書こうかと思うのですが、売れな

いでしょうね)、この節の最後に電磁気の電場磁場、つまり

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ を差分化してみましょう。
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Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

→ Aν(x+ µ̂)− Aν(x)

a
− Aµ(x+ ν̂)− Aµ(x)

a

=
Aµ(x) + Aν(x+ µ̂)− Aµ(x+ ν̂)− Aν(x)

a
(7)

ただし xは (x, y, z, t)というベクトルで、後でも使うので、離散化した間隔を∆x = ∆y =

∆z = ∆t = a、1̂ = (∆x, 0, 0, 0)、2̂ = (0,∆y, 0, 0) etc としています。図 1を眺めなが

ら上の式を読んでみてください。

1.2 格子場の量子論 vs. 連続場の量子論

私がイタリアのフラスカッティ研究所というところにポスドク（イタリア政府給費留学

生）で行ったのは 1981年でした。そこではパリジ先生のグループが、格子 QCDでハド

ロンを研究するために前人未到の領域に挑戦していらっしゃいました。今からでは想像し

にくいと思いますが、逆行列を数値的に解く方法もよく分からない時代で、確率的に求め

るアルゴリズムを開発していらっしゃいました。

図 2: 老人の昔話

「アメリカでゲージ場を計算する研究が進んでいる。で

も、そこにどうしてクォークも入れてはいけないのか、い

ろいろな人に聞いてみたけどやってはいけない理由が分か

らない。計算機の中にクォークを置ければハドロンが計算

できるじゃないか」と言われました。それまでハドロン反

応の解析をモデルでやっていて、このモデルでのクォーク

は本当に自然界のクォークなんだろうかと鬱々としていた自分に取って、これこそ自分が

求めていたことだと思いました。ぜひ自分もその研究をしたいとお願いすると、計算機の

使い方を丁寧に教えてくださり、「おーい、M君、彼が格子を勉強したいそうなので、コー

ドをあげてくれ」と彼の回りに集まって研究をしていた若い人に言ってコード全体をくれ

ました（当時は紙に印刷されていました）。１ヶ月アパートに籠ってこのプログラムを読

んで解読しました。それから同じ計算をするのには遅れてスタートなので迷惑をかけるか
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もしれないということ、自分で使えるコンピュータは研究所の汎用計算機だけだったので

より軽い計算の方がいいだろうということで、SU(2)のコードを書いたのが私の格子事

始めでした。

その後気がついたのですが、ヨーロッパでは私のように現象論から格子の研究に入って

きた人と、構成論的場の理論から入ってきた人がいました。

場の量子論は、与えられた作用に対して、量子化規則とカットオフの処理の手法を与え

て初めて定義されますが、格子以前はカットオフも摂動論の枠組みしか知られていなかっ

たので、場の理論が本当に非摂動的に構成できるのかという不安が構成論的場の理論研究

者にはあったようです。

a

図 3: 運動量の最大値は

格子間隔で決まる

というわけで、格子の導入というのは、(非摂動的な)カッ

トオフ (紫外切断)の導入になります。

pmax =
π

a
(8)

aは格子間隔です。

2 格子場の数値シミュレーション (1)

2.1 経路積分のモンテカルロ計算

格子 QCDでは、場の量子論を構成するのに必要なカットオフを時空間を離散化するこ

とによって実現します。量子化規則はファインマンの経路積分を採用します 1。

このあと、具体的に量子力学、ゲージ場と経路積分表示を見ていくと分かりますが、経

路積分は非常に変数の多い多重積分になります。したがって、多重積分をどうやって数値

的に処理するかがポイントです。そこで、

I =

∫
dx1dx2 · · · dxnf(x1, x2, · · · , xn) (9)

という積分を考えてみます。
1他の確率過程量子化、正準量子化がダメだというわけではありません。確率過程量子化（ランジュバン

法）は有限密度で期待される方法になっています。正準量子化は、現在の計算機ではパワーが足りないと思

いますが、ハミルトニアンの固有値を求めるという方法でのアプローチも可能なはずです。
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x1x2 xnxi

図 4: 1次元積分

まず n = 1のときは簡単です：

I =

∫
dxf(x) (10)

図のようにこれを分割して面積を求め、それを合計します。

2次元積分ではどうでしょうか。

I =

∫
dx1dx2f(x1, x2) (11)

計算量は分点の数に比例しますから、1次元の場合と同じ計算時間しか無いとすれば分点

の数は 1/2乗個になります。図 4, 5では 1次元の場合に 16分割、2次元の場合に 4× 4

分割にしています。

f(x)

x1

x2

図 5: 2次元積分

数値積分の誤差は

誤差 :
1

各方向の点の数
=

1

N1/n
(12)

となります。N は分割する点の総数です。

N = 1000でも10次元(n = 10)の時、N1/n = 1.995とな

ります。格子QCDではn = 4NxNyNzNt×8次元での積分に

なりますので、通常の積分は非現実的です。(Nx, Ny, Nz, Nt

は x, y, z, t方向の格子のサイズ、4はスピナーの自由度、8はSU(3)の場合のカラーの自

由度です。)

ここでモンテカルロ法が登場します。これまでは、暗黙のうちに計算する点を等間隔に

取っていましたが 2、(x1, x2, x3, · · · , xn)の n-次元空間からランダムにN個の点を取るこ

とにします。ランダムな選択では、その誤差は 1/
√
N に比例します。

誤差 :
1√
N

(13)

ここには重積分の重度 nは現れません!

これがモンテカルロ法のエッセンスですが、実際にはこれにインポータンス・サンプリ

ングという数値計算のテクニックを合わせます。

2ガウス求積法では等間隔ではありませんが、規則的です。
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図 6: モンテカルロ

積分
∫
f(x)dxは非積分関数 f(x)が激しく変動すると難しくなります。数値計算では有

限の点でしか評価しませんから、激しく変動している時は危険だというのは理解できる

と思います。逆に f(x)が平らであればあるほど、数値積分は容易になります。極端な話、

f(x)が定数なら 1点をとっただけで正しい答えが出てしまいます。

f f

x x

図 7: 非積分関数は平ら

な方が容易

では、非積分関数を平らにしてしまいましょう。xから t

に変数を変えれば当然ヤコビアンが必要になります。∫
f(x)dx =

∫
f(x(t))

dx

dt
dt (14)

tの積分において非積分関数は fdx/dtですから、この部分

が平らになればいいわけです。つまり、dx/dtが 1/fとなる

ような変数変換を見つければいいわけです。

これをインポータンス・サンプリングと言います。数値積

分では非常に有効なテクニックです。

このインポータンス・サンプリングを行った時に何が起こったのか、もう少し見てみま

しょう。図 8を見てください。fdx/dtが平らになるようにしたいのですから、f が大き

いところでは dx/dtは小さく、逆に f が小さいところでは dx/dtは大きくなっています。

積分は tの空間で行うわけですが、ここで等間隔∆tに分点を取ったとすると、もとの x

で考えると、dx/dtの小さいところ (f が大きいところ)では∆xは小さくなり、dx/dtの
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f
f

t

x

図 8: インポータンス・サンプリング

大きいところ (f が小さいところ)では∆xは大きくなります。つまり、xの空間で見る

と、f が小さいところはパラッと点を取り、f が大きいところでは密に点を取れというこ

とになります。言い換えれば、f(x)が大きいところは (大切なので)沢山の点で取りなさ

い (サンプリングしなさい)ということになっています。

さて、このインポータンス・サンプリングとモンテカルロのランダム・サンプリングを

組み合わせることができるでしょうか？そういううまい方法が存在していて、それがメト

ロポリスアルゴリズムです [5]。メトロポリスアルゴリズムでは積分が

I =

∫
e−S(x)dx (15)
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という形をしているとします。x は何次元でも構いません。図 10 がその説明です。

x

S(x)
I =

∫
e
−S(x)

dx

図 9: S(x) が 減 少 す れ

ば Accept, 増 加 の 場 合 は

exp(−dS)の確率で Accept。

図 9を見ながらアルゴリズムを理解してください。

Sを作用 (アクション)と呼ぶことにします。

xはまず適当な初期値からスタートします。これを

xoldとします。次に xをランダムに変えて xnewとしま

す。この作り方はなんでもいいのですが、xold → xnew

と xold ← xnewが同じ確率で起こるようにします (詳

細釣り合い条件)。たとえば rを0から1の値を一様に

取る乱数だったとします。このとき、xnew = xold+(r−

0.5)はOKですが、xnew = xold+ rはダメです。後者の

場合は、必ず xold > xnew となりますから、xold,xnew

の値に対して xold ← xnewは起こりません。

さて、xold,xnew に対して作用を計算し、もし作用が減少すればこの変化を受け入れ

(accept)、xnewを xoldで置き換えます。

もし作用が増加した場合は、e−dS (dS = S(xnew)− S(xold) ) を計算し (dSは正です

から e−dSは 1より小さくなります)、その確率で xnewを acceptします。acceptされ

なかったときは、xoldはそのままです (xnewは reject)。

論文 [5]はとても有名な論文ですが、読んでいない人も多いようです。物理の人には

とても分かりやすい論文ですので一度原論文を読んでおくことをお勧めします。

2.1.1 オーバーラップ問題

モンテカルロ法では、インポータンスサンプリングによって f(x)に比例するように x

のサンプリングが行われ、そのサンプリング上でO(x)を計算します。

⟨O⟩ =
∫
O f(x)dx∫
f(x)dx

(16)

しかし、このことはO(x)f(x)の大きなところをサンプリングしてくれるということでは

ありません。このミスマッチが起こると「オーバーラップ問題」が起こります。
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Choose                   randomly

S(XNew) < S(XOld) ?

Generate random number r
(0 < r < 1)

e
−(S(XNew)−S(XOld))

> r

Reject Accept

Start

End

Yes

Yes

No

No

Do

図 10: メトロポリスアルゴリズム
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図 11: 左の図のようなサンプリングではなく、右図のようになったときにオーバーラップ

問題が起こる。

2.2 量子力学

2.2.1 経路積分

ここでは文献 [6]にしたがって、1次元の量子力学を経路積分で書き、メトロポリス

アルゴリズムでモンテカルロ計算をしてみます。

Z =

∫
Dx exp( i

h

∫
dtL) (17)

ラグランジアン Lは

L =
1

2

(
dx

dt

)2

− V (x) (18)

Dxは

Dx = lim
n→∞

dx1dx2 · · · dxn (19)

ここで

x0 ≡ x(tinitial), x1 ≡ x(t1), x2 ≡ x(t2), · · · xn−1 ≡ x(tn−1), xn ≡ x(tfinal) (20)
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2.2.2 ユークリッド化

次にユークリッド化 (虚時間化)を行います。

t→ −iτ

すると

L→ −1

2

(
dx

dτ

)2

− V (x) ≡ −H (21)

となるので

Z →
∫
Dx exp( i

h

∫
(−idτ(−H)) =

∫
Dx exp(−1

h

∫
dτH)

=

∫
Dx exp(−1

h
S) (22)

図 12: 虚時間 τ の離散

化

ここで虚時間 τ を n等分し (離散化)、x(τ)も x(τj) = xj

というように離散化することにします。

Z =

∫
dx1dx2 · · · dxn−1e

−S/h (23)

作用は

S =
∑
j

a

(
m

2

(
xj+1 − xj

a

)2

+ V (xj)

)
(24)

2.2.3 境界条件の処理

周期的境界条件 (Periodic boundary condition)

x(N + 1) = x(1), x(0) = x(N)

反周期的境界条件(Anti-Periodic boundary condition)

x(N + 1) = −x(1), x(0) = −x(N)

これをプログラムで表現するのにはいろいろな方法があ

ります。皆さんも下の例を見る前に１つ、２つ考えてみてください。周期的境界条件の場

合を書いています

方法１

12



DO i = 1, N

ia = i+1

ib = i-1

IF (i==N) ia=1

IF (i==1) ib=N

xa = x(ia)

xb = x(ib)

方法 2

REAL,DIMENSION(0 : N + 1) :: x

x(0) = x(N)

x(N+1) =x(1)

DO i = 1, N

xa = x(i+1)

xb = x(i-1)

方法 3

INTEGER :: indx(N, 2) という配列を作り

ixdx(i, 1) = i+ 1 for 1 ≤ x ≤ N − 1

indx(i, 2) = i− 1 for 2 ≤ x ≤ N

indx(N, 1) = 1

indx(1, 2) = N

2.3 アップデートと観測

x(1)からx(N)までをメトロポリス法で１回更新していくステップを１スィープと呼び、

この作業をアップデートと言うことにします。図 13の右側がアップデートするルーティ

ンの中身。左がそれをどのように呼ぶかです。最初に測定をしないでカラ回しをしている

(thermalization)のは、初期状態の影響を少なくし、平衡状態になるまで待つため

です。
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図 13: モンテカルロの手順の例。

3 格子QCD

格子 QCDで中心になるのは SU(3)のグルーオン場 U です。

U =


u11 u12 u13

u21 u22 u23

u31 u22 u33

 (25)

というように 3× 3の複素行列です。U † =t U∗ とすると、

UU † = I (26)

なので、detUU † = 1。一方、

detUU † = detU(detU)∗ = | detU |2 (27)

これは detU が絶対値が１の複素数であることを示していますが、SU(3)では

detU = 1 (28)

U を

U = eiA (29)
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と書くと、UがSU(3)行列なので、Aはエルミート(A† = A)でトレースレス(TrA = 0)

となります。実際

detU = eTr logU = eiTrA = 1 (30)

(最初の行列式が exp(Tr log)というのはどんな行列でもなりたつ一般式)

U † = e−iA†
= e−iA (31)

なので、

U †U = I (32)

ウィルソンは 1974年に文献 [7]で格子ゲージ理論を定式化し、強結合展開を使って

ウィルソンループを計算し閉じ込めを示しました。

ウィルソンによって書かれた格子作用を見ていきましょう。

S = SG + SF (33)

ここで SG、SF はゲージおよびフェルミオン作用です。

ゲージ作用

SG = β
∑

plaquette

{1− 1

Nc

TrUijUjkUklUlj} (34)

β ≡ 2Nc

g2
Uij ∈ SU(Nc) (35)

問題： サイズがNxNyNzNtの格子にプラケットはいくつあるか？

フェルミオン作用

SF = ψ̄∆ψ (36)

フェルミオン行列∆は

∆(µ) = I − κQ (37)

Q = (CloverTerm) +
4∑

µ=1

Qµ (38)
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あるいは、もう少し丁寧に書けば

∆(x, x′;µ) = δx,x′ − κCSW δx,x′

∑
µ≤ν

σµνFµν (39)

− κ
4∑

µ=1

[
(r − γµ)Uµ(x)δx′,x+µ̂ + (r + γµ)U

†
µ(x

′)δx′,x−µ̂

]
(40)

rはウィルソン項とよばれ、通常は 1に取ります。

3.1 (古典)連続極限

Uµ(n) = eigaAµ(na), ψn =

√
a3

2κ
ψ(na) (41)

と置くと、格子間隔 aがゼロの極限で上の作用は連続極限の作用となります。

lim
a→0

SG =
1

2

∫
d4xTrF 2

µν (42)

lim
a→0

SF = −
∫
d4x

{
mψ̄(x)ψ(x) + ψ̄(x)γµ(∂µ + igAµ(x)ψ(x)

}
(43)

まずウォーミングアップに U(1)の場合を調べてみましょう。

Pµν(x) ≡ Uµ(x)Uν(x+ µ̂)U †
µ(x+ ν̂)U †

ν(x)

= eiagAµ(x)eiagAν(x+µ̂)e−iagAµ(x+ν̂)e−iagAν(x)

= eia
2g{Aν (x+µ̂)−Aν (x)

a
−Aµ(x+ν̂)−Aµ(x)

a
}

= eia
2gFµν = 1 + ia2gFµν −

1

2
a4g2F 2

µν + · · · (44)

これを格子上の全てのプラケットについて足すと、Fµνと Fνµの和はゼロになるので∑
Plaquettte

Pµν(x) =
∑
x

(
1− 1

2
a4g2F 2

µν + · · ·
)

(45)

連続極限では
∑
a4は

∫
d4xとなり電磁場の作用が得られます。∫

d4x
1

2
F 2
µν (46)

QCDの場合
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SU(3)の場合は、その非可換性から exp(A) exp(B) = exp(A+B)となりませんが、

eXeY = eF

ここで F = X + Y +
1

2
[X, Y ] +

1

12
([X, [X, y]] + [Y, [Y, Z]]) + · · · (47)

を使えば連続の作用が得られます。

フェルミオン作用 SF についても

f(x+ µ̂) = f(x) + a∂µf(x) +O(a2) (48)

を使い

κ =
1

8 + 2ma
(49)

とすれば、連続の作用を得ることができます。

3.2 いろいろな作用

格子化された QCDの作用はユニークではありません。そのことを利用していろいろな

改良された作用 (improved actions)が考案され使われています。

よく使われるものとしては、SGに対して 1× 1のループ(プラケット型)にさらに 1× 2

のループや他の形態のループを加えたもの(Iwasaki作用、Syzmanzik作用、DBW2作

用)があり、SF に対しては、クローバー項と言われる項を付け加えたものがあります。

これらは、有限の格子間隔 aの高次項の影響 (lattice artefact)を減少させるた

めの工夫ですが、ウィルソンフェルミオン作用がカイラル対称性を破ってしまうという問

題を解決するためのカイラルフェルミオン、ドメインウォールフェルミオンがあります。

カイラル対称性は

{∆, γ5} = 0 (50)

と表現できます。ウィルソンフェルミオンは質量がゼロのときでも、ウィルソン項 rのた

めにこの式を満たすことができません。

カイラル対称性を持つフェルミオンの作用が探されましたが、みな失敗に終わり、それ

はかなり一般的な条件の下で不可能であることが証明されました。ニールセン・二宮の

No-Go定理 (1981)として知られています。
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1982年に Gisbargと Wilsonは上の条件 (50)はきつすぎて格子で満たすべき条

件は

{∆, γ5} = 2a∆Rγ5∆ (51)

であることを示しました。そして具体的に

∆ = 1− W√
W †W

(52)

という形が 1981年に Neubergeによって見いだされました。ここで、W はウィルソン

フェルミオンです。計算量は非常に多いのですが、計算機の高速化にともない研究が進ん

でいます。

3.3 ウィルソンループとポリアコフライン

W =
1

Nc

Tr (UijUjk · · ·Uli) (53)

L =
1

Nc

Tr (U12U23 · · ·Un−1,n) (54)

ウィルソンループとポリアコフラインの期待値 ⟨W ⟩、⟨L⟩の物理的意味は以下のように

なります。いま次のような外場を加えたとします

jµ = gδ3(xµ − xµ(t)) (55)

このことによって系のエネルギーは

i

∫
d4xjµAµ = ig

∫
dxµAµ (56)

だけ増加します。したがって

e−SG → e−ig
∫
dxµAµ−SG

= eigaAneigaAn−1 · · · eigaAne−SG

= We−SG (57)
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このソースを加えることによって増加した自由エネルギーを∆F とすれば

e−(F+∆F )

e−F
=

∫
DUe−SGW

Z
= ⟨W ⟩ (58)

ウィルソンループがL× T の長方形であったとき、もし ⟨W ⟩ ∝ exp(−CL× T ) (面積

則) とするとすると、∆F = CL× T となります。自由エネルギーが TV (L)で与えられ

るとすれば

V (L) = CL (59)

つまり２点間の距離 Lにポテンシャルが比例することになり、「閉込め」を意味します。

ポリアコフループの場合も同じように

e−∆F = ⟨L⟩ (60)

となります。⟨L⟩ = 0は、１つのクォークの存在で∆F が無限大になる、すなわちそのよう

なものは存在できず閉込めになります。逆にもし無限大でなく有限ならば、１つのクォー

クが存在でき、非閉込めを意味するわけです。

3.4 アップデートのアルゴリズム

SGしかなければ簡単ですが、SF があると少し複雑になります。現在標準的に使われて

いるのはハイブリッド・モンテカルロ (HMC)法と呼ばれるものです。

(det∆)2 = det∆det∆† = det∆∆† =

∫
DϕdaggerDϕe−ϕ†(∆∆†)−1ϕ (61)

と行列式を逆行列の積分に書き直すところからスタートします。

仮想的な分子動力学的な系を作り、その方程式に従って系を発展させ、その中でUµ(x)

も変化させて行きます。
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4 有限密度QCD

4.1 基本

有限温度・有限密度では大分配関数

Z = Tre−β(H−µN̂) (62)

を計算することになります。これを経路積分で書くと、通常のQCDとほとんど同じで、違

いは

S =

∫ 1/T

0

dτd3xL (63)

と虚時間の積分が0から 1/T までと有限になり、フェルミオン行列に化学ポテンシャル µ

の項が加わります。

∆(µ) = m+
∑
µ

γµ(∂µ − gAµ) + µγ0 (64)

ここでは連続の場合を書いています。

格子の場合は、Uµ = exp(igaAµ)であり、化学ポテンシャルはA4と同じレベルで入っ

てくるはずなので

U4 → eia(gA4−iµ) = eµaU4

U †
4 → e−ia(gA4−iµ) = e−µaU †

4 (65)

と置き換えればいいことになります。

(det∆)∗ = det(∆†)が det∆に等しいか、つまり実であるかを調べるために∆†を計算

すると (エルミート γを使っている。他の表示でも結論は変わらない)

∆(µ)† = m−
∑
µ

γµ(∂µ − gAµ) + µ∗γ0 (66)

これから

(det∆(µ))∗ = det∆(−µ∗) (67)

となることが示せます。µ = 0のときは、この式から確かに det∆は実数になりますが、

有限の化学ポテンシャルのときはそうはいかないわけです。
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物理的な意味を見てみましょう。行列式に関する公式

det∆ = exp(Tr log∆) (68)

において、∆ = 1 − κQとして logを展開すると (ホッピングパラメータ展開,あるいは

1/質量展開)、

det∆ = exp
(
e+µ/T (正の虚時間方向へ 1周)

+ e−µ/T (負の虚時間方向へ 1周)

+ · · · ) (69)

この正負の方向へのワインディング項は互いに複素共役なので µ = 0のときは実数になり

ますが、そうでないときはここから位相が出てしまいます。

ただし、上の証明と説明は det∆(µ)が実になることは保証されないということを示し

ているだけで、実になることもあります。その例がカラー SU(2)です。SU(2)の場合は

U∗
µ = σ2Uµσ2, (70)

という関係があるので

∆(U, γµ)
∗ = ∆(U∗, γ∗µ) = σ2∆(U, γ∗µ)σ2, (71)

となり、{det∆(x, x′; γµ)}∗ = det∆(x, x′; γ∗µ)。γ
∗
µは {γ∗µ, γ∗ν} = δµν を満たすので、ガン

マ行列の別の表示です。det∆は表示にはよらないはずなので 3、

∆(U, γµ)
∗ = ∆(U, γµ) (72)

マルチパラメータ・リウェイティング

温度 T 、化学ポテンシャル µのところが知りたければ、それに対応する点でグルーオ

ン場を生成しようと思います。しかし、それを別のゲージ結合定数で、密度はゼロのとこ

ろでやることにします。µ = 0のところで生成すれば符号問題はありません。
3γµと γ∗

µ の関係はすぐ見つかります。CγµC = −γ∗
µ, γ∗

µ = V γµV
−1 ただし V = Cγ5で C = iγ0γ2は荷

電共役行列。またエルミート γ 行列を使っている。
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t=1

t=Nt=1/kT

x, y, z

t

t=2

図 14: 有限温度では格子は周期的（反周期的）境界条件を持ち、クォーク、反クォーク

ループのうち、格子に巻き付くループが有限密度の寄与となる。

違う結合定数と密度の場所では作用が違うので、そんなことをしたらもちろん辻褄が

合わなります。そこで、観測量を計算するときに、その作用のズレの補正します (リウェ

イティング)。結合定数と化学ポテンシャルと２つのパラメータのズレの補正を入れるか

ら、マルチパラメータです。∫
det∆(µ)e−SG(g)

=

∫
det∆(0)e−SG(g′)det∆(µ)

det∆(0)

e−SG(g)

e−SG(g′)
(73)

この方法では行列式を (少なくともその比を)計算する必要があります。

µが小さい場合は、
∑

nCn(µ/T )
nという形でテーラー展開してしまうという方法があ

ります。テーラー展開法は、QCD-TAROというグループが有限密度でのハドロンの遮蔽

質量の格子 QCD 計算に使いました。もし臨界点があったらテーラー展開は収束しないは

ずで、その兆候を探すためにテーラー展開の係数の値をシミュレーションで求めて、解析

が行われています。高次の項は誤差も大きくなって大変ですが。

純虚数化学ポテンシャル
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式(67)をよく見ると、µが純虚数の場合にもフェルミオン行列式は実になります。ホッ

ピングパラメータ展開の式(69)では、正の方に回る項と負の方向に回る項は互いに複素

共役の関係なので、足すと実数になります。

純虚数の場合には符号問題が無くなるということは昔から知られており、その場合の周

期性なども調べられていました [8]。しかしそれを計算してもどうにもならないと思わ

れていました。その予想に反して 2002年にヨーロッパの２つのグループの計算が発表さ

れ [9, 10]、相転移温度を虚数化学ポテンシャルで T (µ) = C0 + C1µ
2 + C2µ

4 とフィッ

トして、それを実化学ポテンシャルにしてみればいいだろうとして相転移線を予言したと

ころ、リウェイティング法で予想されていたものとよく一致しました。

虚数化学ポテンシャル µIで計算したグランド・カノニカル分配関数ZGCを虚数化学ポ

テンシャル µI についてフーリエ変換すると、個数N を固定したカノニカル分配関数 ZC

が得られることが示せます。

ZC(N, T ) ∝
∫
d
µI

T
ei(µI/T )NZGC(µI , T ) (74)

4.2 最近の発展

有限密度格子 QCDは宇宙初期、RHIC、LHCでの超高エネルギー重イオン衝突、中性子

星などの胸躍る分野の研究の基礎データを提供することが期待されていますが、大きな密

度、特に µ/T が１を越えるような領域での計算は困難を極めていました。

しかし、これまでの研究で何が問題なのかが少しずつ分かってきています。ここでは、

今後の進展の参考になるかもしれないいくつかの点についてコメントしていきます。

パイ凝縮の壁

単純に考えれば、フェルミオン行列式の符号が問題ならば、その絶対値を取って位相を

リウェイティングすればいいのではと思われるかもしれません。

23



⟨O⟩ =

∫
DUO (det∆(µ))Nf e−SG∫
DU(det∆(µ))Nf e−SG

=

∫
DUO | det∆(µ)|Nf e−SG∫
DU | det∆(µ)|Nf e−SG

/

∫
DUeiNfϕ | det∆(µ)|Nf e−SG∫
DU | det∆(µ)|Nf e−SG

=
⟨eiNfϕO⟩0
⟨eiNfϕ⟩0

(75)

ここで、Nf はフレーバー数、ϕはフェルミオン行列式の位相：

det∆(µ) = | det∆(µ)|eiϕ (76)

laX⟩0が位相を落として (phase quench)、絶対値だけで計算した期待値です。

Nf = 2の場合を考えます。(µが実のときは) (det∆(µ))∗ = det∆(−µ) なので、

| det∆(µ)|2 = det∆(µ) det∆(−µ) (77)

つまり、これは 2つのクォークのうちの１つに化学ポテンシャル µを与え、もう１つに

−µの化学ポテンシャルエネルギーを与えていることになります。２フレーバを u、dと

すると

µu = −µd (78)

となります。

π+中間子は uクォークと反 dクォークから構成されますが、化学ポテンシャルという

のは、系の熱浴とその化学ポテンシャル分の粒子のやりとりが起こるシステムですから、

化学ポテンシャルを上げていって

µu = −µd > mπ/2 (79)

になると、いくらでもパイを作れてしまい、そこでパイ凝縮が起こります。このときゼロ

モードが現れ、∆−1が計算できなくなってしまいます。

ピン留め法

マルチパラメータ・リウェイティングやその系列の方法では、フェルミオン行列式が複

素数になるのを避けるため、µ = 0で計算します。しかし、µ = 0で生成された配位は、
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当然のことながら高密度状態がごくわずかしか含まれていません。つまりオーバーラップ

問題を引き起こしてしまいます。この問題に対する対策としてピン留め法があります。

ある測定量Oに対して

ρ(x) =

∫
DU det∆e−SGδ(x−O(U)) (80)

を状態密度といいます。分配関数にデルタ関数を入れてOが値 xになるところの密度を

計算しろと言っているわけです。もしデルタ関数を少し広げてある幅にO(U)が入った割

合と言えば、ヒストグラムになります。ヒストグラムが求まれば、Oの期待値が求まり

ます。

0 X X1 2

Event Number

図 15: ピン留め法の必要性

しかし、ヒストグラムを求めることが難しい

場合があります。µ = 0で作った配位からカノニ

カル分配関数Znを求めようとすると、nが大き

なところはほとんど現れません。

図15のように xが大きくなると急速に頻度が

下がる分布を考えてみます。本当はX1からX2

あたりの振舞いが重要な役割をするとしても、こ

のままではその領域あたりはほとんど出現しま

せん。そこで、配位を

X1 ≤ x ≤ X2 (81)

に「ピン留め」することにします。

Oの値が上の領域に入った時に、[X1, X2]領域のピン留めを開始します。もしアップデー

トした結果がこの領域に入ったときはAccept、入らなかった時はRejectします。ただ

し、入らなかった時は、飛び出す前のビンのところに記録をします。この最後の修正が必

要な理由は、ピン留めを実施しなかったときに [X1, X2] の外から入ってくるはずだった

イベントをカウントするためです [11, 12]。

複素ランジュバン法

モンテカルロ積分は e−作用に比例して状態を生成していきますが，有限密度 QCDでは

これが複素数になってしまって困ってしまいます。複素ランジュバン法は仮想時間 τ を導
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入して，
dAµ(x)

dτ
= −∂S

dτ
+ (ノイズ) (82)

というランジュバン型の方程式を解くので、計算ができてしまいます。「ある確率でグルー

オン場を生成」というわけではないので，符号問題もないわけです。

しかし、exp (−S)が複素数の時に経路積分と同等だと証明できるかという問題があり

ます。ランジュバン方程式には対応する確率に対するフォッカー・プランク方程式があり，

その振舞いが調べられれば正しい答えが得られるかどうか分かるはずですが，有限密度

QCDに対しては厳密な証明は無いようです。とくに複素ランジュバン方程式は解が正しく

ない解に収束してしまう場合があることが知られており、答えを知らない有限密度 QCD

に対して、得られた結果の評価が難しくなります。

また、Aµを複素数にしてしまうと、Uµが SU(3)ではなくなってしまうという問題が

あります。

しかし、最近スタマテスクたちのグループは、Aµの虚数部をできるだけ小さくするよ

うな変換をすることで、かなり大きな µ/T まで結果がマルチパラメータ・リウェイティ

ングと一致するという計算を報告しているので、これから注目する必要がありそうです。
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